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Resumen. El presente trabajo utiliza el enfoque bayesiano de aprendizaje
para medir la cantidad de informacion que un individuo gana sobre su fun-
cion de utilidad después de consumir una cantidad inicial de algun bien ge-
nérico. Para ello, se desarrolla un modelo de aprendizaje bayesiano sobre
los parametros que determinan las preferencias de un individuo racional. En
este marco, la informacidn de Fisher (1950) se utiliza como una medida de
la cantidad de informacién que contienen los parametros del indice de satis-
faccidn del agente después de que éste ha iniciado su consumo. A partir de
la informacion de Fisher se construye la distribucion a priori de los parametros
siguiendo la regla de Jeffreys (1961), lo cual permite tratar a la informacion
como una variable.

ABSTRACT. This paper uses a Bayesian learning model to measure the amount
of information that an individual gains on his/her utility function after consuming
an initial amount of a generic good. To do so, a learning model on the
parameters determining the preferences of a rational individual is developed.
In this framework, Fisher’s information (1950) is used to measure the amount
of information contained in the parameters of the agent’s satisfaction index
once consumption has started. By using Fisher’s informaticn and Jeffreys’
rule (1961) a priori distribution on the parameters is constructed, which allows
to treat information as a variable.
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1. Introduccién

El estudio de la informacion en teoria econdmica es indudablemente extenso. Al
respecto, es importante mencionar las investigaciones seminales de Stigler
(1961), Spence (1974) y Akerlof (1970), asi como las mas recientes sobre el
proceso del aprendizaje de Wieland (2000) y Kelly y Kolstad (1999). Sin embar-
go, la mayor parte de estas investigaciones se han concentrado en los efectos
que causa la ausencia de informacion en los mercados y, mas ain, en estos
trabajos la informacion es tratada como un supuesto y no como una variable.

En la literatura especializada se encuentran muy pocos estudios que tra-
tan a la informacién como una variable, como ha sido el trabajo de Arrow
(2000). En dicha investigacion se sefala que si bien se ha avanzado en el
estudio de la informacion como un supuesto, al no tratarla como una varia-
ble es imposible observar directamente las consecuencias de la escasez
de la misma. Ademas, el enfoque que considera a la informacién como su-
puesto no concede suficiente importancia a las alteraciones en la informa-
cion debidas a cambios en las decisiones econdmicas. Evidentemente, la
unica forma de capturar dichas alteraciones es tratando a la informacion
como una variable. Si bien los avances logrados con el tratamiento de la
informacion como supuesto son innegables, los mismos son limitados, pues
evitan la posibilidad de observar en accién a la informacién. Al respecto, sélo
unos cuantos trabajos se han enfocado a dicho tratamiento al estudiar el
aprendizaje de los agentes sobre sus funciones de utilidad, como el trabajo
de Venegas-Martinez (2005). No obstante, falta mucho para avanzar en la
formalizacion de la informacién como variable.

El presente trabajo utiliza el enfoque bayesiano de aprendizaje para cuan-
tificar la informacién que un individuo puede ganar al consumir una cantidad
inicial de un bien genérico, lo cual, a su vez, le revela informacion sobre sus
preferencias. Con el proposito de aplicar el analisis bayesiano, se considera
que el aprendizaje surge de la experimentacion y que la informacion provista
por el experimento puede ser cuantificada, véanse al respecto, por ejemplo:
Bernardo (1979), Carliny Polson (1991), Good (1960), Lindley (1956), Mallows
(1959) y Polson (1992). Por otro lado, el consumo puede ser visto como un
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proceso de experimentacion de acuerdo con: Aghion, Bolton y Jullien (1991),
Grossman, Kihlstrom y Mirman (1977) y Venegas-Martinez (2000).

En el analisis bayesiano, el consumidor expresa el conocimiento ganado
a través de una distribucion a priori, la cual es actualizada cada vez que
llega nueva informaciéon mediante el teorema de Bayes, lo que da paso a
una nueva distribucién (a posteriori). Cada actualizacién deseablemente se
deberia aproximar cada vez mas a la distribucion verdadera del parametro,
véanse, por ejemplo, Hacking (1995), Hacking (2001) y Robert (2001).

2. Aprendizaje

Une de los primeros planteamientos sobre la cantidad de informacién pro-
vista por un experimento es debido a Lindley (1956), quien define la cantidad
de informacién provista por un experimento ¢, cuando se observa x, como

I(&',x)z 1 (x)—]n(x)

donde 7,(x) es la cantidad de informacién una vez realizado el experimento
e 1,(x) es el conocimiento previo del experimentador {(consumidor). El caso
del experimentador que aprende sobre un pardmetro de interés desde la
observacion de una variable ha sido también estudiado por Mallows (1959).
Para evaluar qué tan informativo es un experimento, este autor utiliza la
distancia de Kullback-Leibler (1951) y sugiere el empleo de la informacién
de Fisher (1950). De esta forma, la distancia Kullback-Leibler es empleada
para evaluar dos experimentos (procesos de aprendizaje) y se desea esta-
blecer cual de ellos es mas informativo. Esto es, se evalla un experimento
con n variables y otro con y —1 variables, y se desea saber si la considera-
cion de la n-esima variable es realmente determinante en el aprendizaje del
individuo. No obstante, cuando se trata de un solo experimento, no es posi-
ble comparar las distribuciones que generan ambos experimentos, lo que
constituye una limitacién superable empleando la informacion de Fisher.

Por otro lado, Polson (1992) emplea la informacién de Fisher para cuan-
tificar la informacién que un experimentador puede obtener acerca del
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parametro de una distribucion a través de la observacién. Ademas, muestra
que el experimentador expresa el conocimiento adquirido en una distribucion
a priori obtenida con la regla de Jeffreys. Este tratamiento de la informacion se
encuentra en los trabajos de Lindley (1956), Mallows (1959), Kempthorne
(1986), Polson (1992), Bernardo (1979), Carlin y Polson (1991), Good (1960)
y Tanner y Wong (1987), los cuales tienen en comun los siguientes aspectos:
primero, determinan la cantidad de informacion que proveen diferentes expe-
rimentos; segundo, verifican si la cantidad de informacién sufre alguna varia-
cion al observarse un conjunto de datos o si no se observa; tercero, estable-
cen si existen experimentos mas informativos que otros. Este analisis puede
adaptarse al estudio de los agentes econdmicos vy ha sido tratado por
Grossman, Kihistrom y Mirman (1977), Venegas (2000), Kelly y Kolstad (1 999)
y Wieland (2000). Sin embargo, la cuantificacién de la informacion adn no ha
sido abordada. Para realizar esto vamos a suponer que:

a) El agente, al consumir, esté llevande a cabo un experimento que le permite
acumular informacién sobre un vector de parametros, @, de su funcién de
utilidad.

b) El proceso de consumir genera informacién sobre dicho parametro.

¢) La informacion ganada puede expresarse en una distribucion a priori del
parametro.

Posteriormente, el agente incorpora la informacién ganada en la distribu-
cidn a posteriori para hacer inferencias sobre los valores de los parametros.
En lo que sigue, el enfoque bayesiano se vincula con la teoria econémica
tratando a la informacién como una variable y no como un supuesto. A su
vez, esta aproximacion permite evaluar la pertinencia de la aplicacién de
dicho enfoque en la teoria econdmica.

3. Aprendizaje sobre parametros de preferencia debido al consumo
inicial

En esta seccién se estudia el proceso de aprendizaje sobre los parametros

de las preferencias debido al consumo inicial. La informacién que le es pro-
porcionada al agente a través del consumo debe ser tal que:
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a) El conocimiento previo del agente es nulo.
b) El conocimiento del individuo surge del proceso de consumo y la informa-
cién puede expresarse en una distribucion a priori del conocimiento.

La consideracién a) supone que el agente esta en su primer dia en el
mercado, por lo cual no tiene conocimiento previo sobre el mismo. La con-
sideracion b) supone que dicho agente invierte en consumo para conocer el
comportamiento del mercado. De hecho, no existe otra forma de aprender
sobre el mercado. Ademas, el consumidor es un agente maximizador de
utilidad que dispone de ciertos activos los cuales constituyen su riqueza
real. Por lo cual, el individuo seguird un patron de consumo optimo, el cual le
provee la informacién que requiere para conocer el mercado; en cierto sen-
tido se tiene un proceso generador de datos. Posteriormente, con base en
el patrén optimo de consumo, se cuantificara la informacién con que cuenta
el agente.

3.1 Modelo de aprendizaje

En esta seccion se desarrolla el modelo de aprendizaje, el cual esta asocia-
do a un proceso 6ptimo de consumo, mismo que constituye la fuente de
informacién desde la cual el agente acumula conocimiento sobre los
parametros de sus preferencias. Para saber mas sobre el conocimiento
que el agente alcanza después de consumir, se empleara el analisis
bayesiano, el cual permite cuantificar la informacioén y representarla a través
de una distribucién a priori. Dicha distribucién se construye a partir de la
informacién acumulada siguiendo la regla de Jeffreys.

3.1.1 Descripcion del agente

El agente, el cual tiene vida infinita y es racional, es un individuo representativo
de una economia que produce y consume un bien genérico. El agente posee un
activo (un bono) que paga una tasa de interes constante a todos los plazos y
libre de riesgo de incumplimiento, lo cual constituye todo su ingreso. Este indivi-
duo experimenta, al consumir, lo que le retribuye conocimiento sobre las carac-
teristicas de sus preferencias. La utilidad total, descontada del individuo, es:

11
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V= fu(c,é’)g_’“dr (1)

donde g es la tasa subjetiva de descuento. La restriccion presupuestal del
individuo esté dada por:

da

dt

con a({)) =a, (2)

ar—c¢

a, conocido

Enlo que sigue se supone que el comportamiento del consumidor queda
expresado en la funcién de utilidad con la forma funcional

-4
C

u(c,(v‘)_ - g +1

Se supone también que el agente no tiene conacimiento previo sobre g,

asi que aprendera sobre dicho pardmetro. El individuo maximiza utilidad to-

tal descontada en un horizonte de planeacién infinito, especificamente el

intervalo[o_oo] , SUjeto a su restriccién presupuestal. Por lo tanto, el problema
del agente es maximizar

V={"ulc8e” d
sujeto a: (3)

—=ar-c

fdt
con: a (0) = g,

a, conocido
El activo z en posesion del agente, puede pensarse como un bono que

paga la tasa r, ¢ es el consumo y £ es la tasa subjetiva de descuento
tambien llamada tasa de sustitucion intertemporal del agente.

El conocimiento debe ser reflejado por la trayectoria 6ptima de consu-

mo ¢ . En este caso, la informacién provista es determinada empleando
la informacion de Fisher sobre la trayectoria 6ptima de consumo, para lo

12
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cual es necesario normalizar dicha trayectoria. Observe que las trayecto-
rias ordinaria y normalizada conducen exactamente a la misma tasa de cre-
cimiento del consumo, siendo ésta la variable relevante. La trayectoria opti-
ma de consumo es el proceso que provee de informacion al agente de for-
ma optima; sin embargo, la informacion que describe requiere ser cuantifi-
cada, dicha cuantificacion podria tomar como base el intervalo [0,1]. Esto
permitira la homogeneizacién de la medida y la comparacion con otros pro-
cesos informativos. Evidentemente, existen diversos procesos que le pue-
den proveer de informacion al agente, uno de ellos puede ser el consumo,
pero puede existir algun otro, como la tenencia de bonos (que usualmente
crece a la misma tasa que el consumo); ambos procesos proveeran informa-
cion, pero en términos de niveles no es posible reconocer cual de ellos es
mas o menos informativo, la normalizacion ofrece una salida favorable, pues
por un lado, permite que los procesos puedan expresarse informativamente
en un rango bien delimitado, que vaya de nulidad informativa, es decir, cero,
hasta fotalidad informativa, la unidad. Ademas, con esta normalizacion se
supera la necesidad de establecer una unidad de medida para la informacion,
con lo cual cualquier proceso informativo se hace comparable con otro, inde-
pendientemente de que la informacion surja de diferentes variables, ya que,
cuando un agente observa una variable, esta observando una sefal infor-
mativa gue toma un valer en las unidades que la describen a ella, y lo mismo
ocurre con otra variable cualquiera, asi que la normalizacion permite situar
la informatividad de las variables en una rango bien definido. Ademas, la
normalizacién conduce a que el proceso se exprese como si fuera una fun-
cién de densidad, como si fuera un modelo de probabilidad, que finalmente
es el que genera la informacién (Shannon, 1948) y permite emplear la teoria
bayesiana del aprendizaje (Bernardo, 2002), asi como la matematica de la
teoria de la informacion.

La teoria bayesiana emplea la informacién de Fisher come la medida
que cuantifica la informacién que provee un modelo asociado a un conjun-
to de datos y trabaja directamente sobre la funcién de densidad. Esto consti-
tuye una gran ventaja, pues permite cuantificar directamente la informacion
del proceso, ademas de las ventajas indicadas antes con respecto de su nor-
- malizacion, la informacion de Fisher esta expresada, en forma general, por

13
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& Iné(> (4)

1) =—E{—f§'——@}
' 0w

donde x=(r,f) ¥ @w=(8,p). La trayectoria de consumo normalizada ¢,

debe cumplir con la condicion |édx =1. El vector de parametros sobre los

que se acumula informacion es @ y la informacion es provista por el vector
de variables x .

La informacién acumulada por el agente se expresa en una distribucion
a priori sobre el vector de parametros o, la cual se obtiene mediante la
distribucion a priori de Jeffreys, z*(w) < [det.[(m)]m , para el caso
multiparamétrico. Asi pues, el agente desea acumular informacién sobre los
parametros p y 8 y reflejar el conocimiento acumulado a través de la distri-
bucién de Jeffreys z°(p,8) o [det I(0,0)]"*.

3.1.2 Trayectoria Optima de consumo

Para conocer la trayectoria Optima de consumo que le proporciona informa-
cion al individuo se tiene que resolver el problema de maximizacion. El
hamiltoniano (en valor presente) esta dado por

1-&
i

4= (-8

+e'y (ra—c) (5)

Siseescribe A = ye”, entonces el hamiltoniano anterior se puede expresar
como

1-6
. 9+)t(m—c) ©)

H, =

Para obtener las condiciones de primer orden de una solucion interior se
recurre al principio de Pontryagin, el cual conduce a

0H | da OH, dA _-0H,

de ' d B2 dt o
La primera condicion

+ pA

8HA:O
oc
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implica que 1
e (7)
Asimismo, la segunda condicién
da _ o0H .
dt oA
lleva a
% =ra—c¢ (8)
1
Por ultime, la tercera condicion
dA —0OH
=—2+pl
& o F
produce
2=2,e ©)

Al sustituir (9) en la ecuacion (7), se sigue que

1
= 10
G 7 {(}1,-'.9) er(p—rl.-"éf’ (10)
A partir de (8) se tiene una ecuacién diferencial por factor integrante, la cual
conduce a
[ e (—Ci:: dt—[ e radt=—["¢" cdt (11)

Al sustituir (10) en la ecuacion (11), se sigue que

(@ = da W = . e_”
Jug E_L’e P’ﬂdf—'—jn W_I}—pdf (12)
Al resolver la ecuacion anterior, se llega a
g
a; = (13)

E]f_,"lgoo +rl — r')
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Al despejar 1 /? de (13) y sustituir en (10}, se obtiene la trayectoria éptima
de consumo

o= alo+r0=1) 0 ”
&

Se requiere normalizar la trayectoria 6ptima de consumo, para lo cual se

multiplica (14) por

p—r
ay(p—r+r0)
En este caso, se obtiene
¢ :(p—gj—] e P para 0<t<eoy 0<r<l1, (15)

con lo que verifica,

1 z'[/ — ~tfp-r)tl
Js [nip }]8 Y dtdr =1, para 0<f<my 0<r<1
"\
Otra posibilidad para obtener una trayectoria de consumo éptima ya norma-
lizada es suponer que
a w, BT
: (p—rﬂ‘éfj

Despues de sustituir este valor de a, en (14), se obtiene inmediatamente (15).
3.1.3 Informacidén adquirida

La informacidn provista por el patrén 6ptimo de consumo puede ser cuan-
tificada por la informacién de Fisher. Con la ventaja siguiente: la informa-
cion de Fisher puede emplearse para determinar la distribucién a priori
que refleja el conocimiento acumulado por el individuo sobre un cenjunto
de parametros. La variable que proporciona informacion al agente es la
tasa de interés, », misma que tomara valores entre cero vy uno. Este
supuesto es restrictivo, pero aceptable en el sentido que en una econo-
mia estable los episodios con tasas de interés superiores son transito-
rios y no permanentes.

16
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El agente requiere de informacion para fijar los valores de los parametros
p y 6 para finalmente tomar decisiones. La informacion de Fisher, en este
caso biparamétrico, esta determinada por

#*Iné & Iné

e
op op 06
I{p,8)=—FE_,
(p.6) 1 8*lné &°Iné
d8ép 00°

Por lo tanto, la informacién provista por la trayectoria de consumo s

—1 _f_
(p—r) 0° (16)
1 2p-7)

t
FEREE g°

I(p,0)=-E,,

Al calcular el valor esperado, se tiene

1 1
— ~(lnp-In(p-1
I(p,0)= p(p=1 9( p~In(p=b) (A7
%(m p—1In(p—1)) _@13

Después de seguir la regla de Jeffreys para establecer una distribucion
a priori, se sigue que 7" (p,8)« [detI(p,8)]*. Si se calcula el determi-
nante, se obtiene

detI(p,0)= 1-(np 1?(3} D)’ -p) (18)
& (p" - p)
En consecuencia, se obtiene

Jr*(p,é))ocl 1—(]np—1n(;0—1))2(ﬁ’2“‘!9) ? (19)
6] (p* - p)
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La informacién ganada después de realizar el experimento de consu-
mir se transforma en la distribucién a priori sobre los parametros que le
son de interés al agente. Esta distribucion muestra el conocimiento del
agente,

3.2 Desempeiio de la informacion

La informacién de Fisher es un nimero que refleja la informacién pro-
vista por las variables sobre los parametros de la funcién de utilidad.
Este numero también arroja informacion sobre los posibles valores que
pueden tomar dichos pardmetros; a partir de la ecuacién (18) se pue-
den establecer los intervalos en que cada parametro puede tomar valo-
res.

Al agente le sera de interés poder asignar un valor determinado para
los parametros de su funcién de utilidad. La asignacion de dicho valor
estara predeterminada por la informacion adquirida y por la distribucién
a priori que describa el conocimiento inicial. Al considerar que se trata
de un individuo racional, en el sentido que busca maximizar utilidad,
evidentemente el conocimiento estara influido por la forma funcional
que tome la utilidad.

Por lo anterior se ha establecido que el conocimiento del agente sigue
la distribucidn determinada por la ecuacién (19). Esta distribucién, sin
embargo, tan sélo representa el kerne/ de |a distribucién verdadera, para
encontrar la distribucién exacta una vez definido el espacio de los
parametros se tiene que calcular la constante de normalizacion. En la
figura 1 se muestra la grafica del comportamiento del kernel de la distri-
bucion a priori, expresado en (19), para pelos]y g <15]

4. Aprender al consumir
Un agente informado, en un segundo periodo de consumo, establece sus

preferencias con la informacién anterior Y podria no acumular una cantidad
de informacién superior a la previa. El consumo posterior ira refinando el

18
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Figura 1
Comportamiento del kernel de la distribucion
a priori con p € [0,5]y 8 <[1,5]
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conocimiento logrado y confirmando o rechazando los juicios formulados
sobre las preferencias por los bienes.

Un tema recurrente en teoria bayesiana al considerar que los parametros
influyen sobre las variables, ha sido estudiado en Pérez y Berger (2000).
Estos autores trabajan en la identificacién del modelo predictivo que permita
realizar las mejores estimaciones bayesianas; otro planteamiento de mode-
los predictivos puede encontrarse también en Bernardo y Berger (1992) y
Bernardo (2002).

Alternativamente, el agente puede emplear el conocimiento de dos
formas diferentes. Una de ellas es que conociendo la distribucion de los
parametros, encuentre las distribuciones marginales y realice estima-
ciones puntuales sobre los parametros. La otra forma de incorporar el
conocimiento se relaciona con la teoria de la decision bayesiana. En este
sentido, Rafia y Schlaifer (2000) han establecido que la introduccién del
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conocimiento previo debe realizarse mediante el valor esperado de la utili-
dad. La utilidad esperada y los modelos predictivos tienen la desventaja de
gue las integrales que resultan no siempre pueden resolverse analiticamen-
te y el emplec de métodos numéricos para aproximar la sclucion privan de
estudiar los efectos sobre las variables.

Conclusiones

La vinculacidon que se hace entre analisis bayesiano y teoria econémica
permite que el tratamiento de la informacién como una variable sea posi-
ble. A traves de la informacion de Fisher, como una medida de informa-
cion y laregla de Jeffreys, es posible establecer una distribucién a priori
que describa el conocimientc inicial. En este caso, el experimento de
consumir representa la fuente de informacion sobre la cual se cuantifica
el conocimiento.

Una primera conclusion consiste en sefalar que la distribucion a priori ob-
tenida refleja el conocimiento acumulado sobre los parametros de las prefe-
rencias. La conducta del consumidor estara guiada tanto por su blsqueda de
maximizar la utilidad como por el conocimiento adquirido. La informacién ga-
nada sobre las preferencias tendra efectos en el mercado, es de esperarse
que si todos los agentes estan informados de la misma forma, entonces los
precios podrian verse afectados. En ese sentido, si los precios han de reflejar
la informacion en posesion de los agentes, la distribucién que sigan los mis-
mos deberia ser similar a la distribucién que representa el conccimiento del
agente representativo.

Otra conclusién importante corresponde a la idea de vincular el analisis
bayesiano con la tecria econémica. En esta vinculacion es importante des-
tacar que las dificultades técnicas surgen cuando la distribucién a priori ob-
tenida no corresponde a las habitualmente empleadas en los problemas de
aprendizaje bayesiano. Las distribuciones empleadas en la construccion
de distribuciones a priori son ampliamente conocidas y los resultados suelen
caer en terreno mas o0 menos explorado. Frecuentemente, las distribucio-
nes a priori que tienen como sustento el propio mecanismo de extraccion de
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informacion empleado por el agente, no suelen corresponder a modelos de
probabilidad comunes, lo cual conduce a problemas técnicos en su trata-
miento posterior.

Por (ltimo, es relevante destacar que el tratamiento de la informacion
como variable es incipiente y requiere de investigaciones méas profundas.
Algunas lineas de trabajo futuro versaran sobre la tasa de aprendizaje del
agente, la informacién como disminucion de la incertidumbre vy la relacién
de los precios con el conocimiento a priori de los individuos.
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