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Resumen

Esta investigacion con base en la teoria del consumidor racional da respues-
ta a la siguiente pregunta: ;Qué condicion debe satisfacer la funcion y, para
que la ecuacién diferencial de primer orden no homogénea x, =ax, +y,, con
condiciones de frontera x >0 y x, =0, tenga una tnica solucién? Para ello,
se desarrolla un problema de un consumidor racional que maximiza utili-
dad total descontada (con su tasa de descuento subjetiva) sobre un bien de
consumo no perecedero, en tiempo continuo y en un horizonte de planeacion
finito [0,T]sujeto a que el valor presente descontado (con la tasa de interés
real) del consumo planeado sea igual a su riqueza inicial (positiva) y que no
deja herencia.
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A small contribution from the rational theory of
consumer to solving differential equations
first-order inhomogeneous with
initial and final conditions

Abstract

This investigation based on the theory of the rational consumer answers
the following question: What condition must function y, satisfy for the in-
homogeneous first-order differential equation x, = ax, + y, with boundary
conditions x,>0 y x, =0 to have a unique solution? To do this, a problem
of a rational consumer that maximizes his total discounted utility (with his
subjective discount rate) on a non-perishable consumer good, in continuous
time in a finite planning horizon, subject to the discounted present value
(with the real interest rate) of his planned consumption is equal to his initial
(positive) wealth and does not leave inheritance.

Keywords: mathematical methods, partial differential equations, rational
consumer.
JEL classification: C02, D11.

1. Introducciéon

Muchas has sido las contribuciones de la economia hacia la teoria de ecuacio-
nes diferenciales. Por ejemplo, en Sargent (1987), Turnovsky (1995) y Vene-
gas-Martinez (2008) se encuentran varias de ellas. Esta trabajo con base en la
teoria del consumidor racional proporciona la condicién debe satisfacer una
funcién y, para que una ecuacion diferencial de primer orden no homogé-
nea de la forma x, = ax, +y,, a >0, con condiciones de frontera x,>0 y x, =0,
tenga una tinica solucion.

El desarrollo de este trabajo es como sigue: en la seccion 2 se plantea
el problema del consumidor racional asociado a la ecuaciéon diferencial de
primer orden no homogénea con dos condiciones de frontera que se ha
mencionado anteriormente; en la seccién 3 se establecen las condiciones
para que se tenga una tnica solucién; por tltimo, en la seccién 4 se dan las
conclusiones.
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2. Planteamiento del problema del consumidor racional

Considere un consumidor racional que maximiza en tiempo continuo uti-
lidad logaritmica sobre un bien de consumo, ¢, no perecedero. Es decir

u(c,) =In(c,). El problema de decision de dicho consumir esta dado por

Maximize _[OTln(c,)e"”dt
subject to

by=|, cerdt y by =0

donde p>0 es la tasa subjetiva de descuento, r>0 es la tasa de interés
real, [0,7] es un horizonte de planeacion finito, 5, > 0 es el nivel de riqueza
inicial y 5, =0 es la condicion de no herencia. Observe que el problema
anterior es de calculo de variaciones (problema isoperimétrico) En este caso
el Lagrangeano satisface:

L=In(c)e™” —Ace™

Las condicién de primer orden para una solucién interior es, simple-

mente, dL/dc, =0. Es decir,

1

o= (1)

Si se sustituye la ecuacion anterior en la restriccion, se obtiene

A 1-ef"

Por lo tanto, la trayectoria 6ptima de consumo satisface

L _ph )

c = Pb, P
fl-e”

Si p>7 , el consumo decrece, en caso contrario crece. La propension
marginal al consumo esta dada por p(1-e*")".
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3. Planteamiento del problema de control 6ptimo determinista

A continuacién se plantea el problema equivalente de control éptimo

Maximize IOT In(c,)e ' dt

subject to

b=rb—c, b,>0y b, =0.

En efecto, observe que si traemos a valor presente la expresion p = rb, —¢,, se
tiene que

IOT be"dt = J OT rbe"dt — IOT ce "dt

Integracion por partes y la sustitucion de las condiciones de frontera,
b,>0 y b, =0, conduciran, de nuevo, a la restricciéon el problema isoperi-
métrico

r —rt
b, = IO ce "dt

En consecuencia, la trayectoria 6ptima de consumo es representada en la
ecuacion (1) y la restriccion del problema de control 6ptimo se convierte en

b, =rb, —%ew)’, by>0 y b, =0
Ahora se tiene una ecuacion diferencial lineal de primer orden no ho-
mogénea con condicion inicial y final, la cual tiene el formato x, = ax, +y,.
Observe, primero, que la soluciéon de este tipo de ecuaciones diferenciales
con condicién final x, =0 esta dada por

t
X = efa(Tft)J‘Tysea(Tﬁv)ds

t

Six =b, a=r>0Yy y =c ,entonces

—r(T—t) 1T .
pobe e [ perrds

' l—e?" Jr
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T T ot
Para resolver la integral ['pc s, se toma en cuenta que [=[-[. Por lo
T
tanto. cre

rt
b,e
1—e”"

by = [(A-e)=(1-e")]

Observe, primero, que ya se satisface que b,=0 debido a que al final del
periodo, T, el individuo consume toda su riqueza. Mientras que para el
tiempo ¢ = 0, la expresioén (3) produce una identidad b, = b, Por lo tanto,
una ecuacion diferencial no homogénea de primer orden con condiciones
de frontera de la forma 5, =ax, +y,, x,>0 y x, =0 tiene una tnica solucion
si'y s6lo si

X, =efa(T7t)J.;ysea(Tﬁv)ds Yy = Px, ey

1—e "

donde g >0 es un parametro adicional asociado a la condicién final .

4. Conclusiones

Este trabajo determina la condicion que debe satisfacer una funcién y, para

que la ecuacién diferencial de primer orden no homogénea x = ax, +y, con

condiciones de frontera x,>0 y x; =0 , tenga una tnica solucién a través de
un problema a través del problema que resuelve un consumidor racional
que maximiza utilidad total descontada (con su tasa de descuento subje-
tiva) sobre un bien de consumo no perecedero, en tiempo continuo y en un
horizonte de planeacion finito, sujeto a que el valor presente descontado
del consumo planeado sea igual a su riqueza inicial y que no deja herencia.
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